
ΕΥΑΓΓΕΛΟΥ Σ. ΣΤΑΜΑΤΗ 

ΓΕΝΙΚΕΥΣΙΣ ΕΝΟΣ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ ΑΡΧΙΜΗΔΟΥΣ 

1. Ό 'Αρχιμήδης etc το 23ον θεώρημα της πραγματείας αύτου Τ ε τ ρ α γ ω ν ι ­
σ μ ό ς π α ρ α β ο λ ή ς αποδεικνύει δτι: 

'Εάν δοθωσιν έν συνεχεία δροι τινές φθινούσης γεωμετρικής προόδου εχούσης 

λόγον -J-, το άθροισμα τών δοθέντων δρων σον τφ -=- τοΟ μικρότερου δρου ΙσοΟται 

Λ 3 

προς -J- του μεγαλυτέρου δρου. 
Ό 'Αρχιμήδης λαμβάνει τήν ψθίνουσαν γεωμετρικήν πρόοδον 

Α , Α , Α , Α 
4" ^ ~Γ λ "'Τ Μ "Τ Α Λ ~Γ Ai » 

δπου Α είναι 6 μεγαλύτερος δρος καΐ — ό μικρότερος, καΐ αποδεικνύει δτι 

. , Α , Α Α , Α , Ι Α _ 4 . 
Α + Τ + 4 Γ + 4ϊ" 1 "4ϊ" + Τ " 4 Τ ~ Τ Α ' 

χωρίς να χρησιμοποιή τήν έννοιαν τοΟ απείρου. 
Το άρχιμήδειον θεώρημα είναι ταύτόσημον προς το θεώρημα, καθ' δ το άθροισμα 

των δρων τής φθινούσης γεωμετρικής προόδου 

S = A 4 - 4 T + 4 ~ r + - - - - + " φ ^ Γ ε ! ν α ι Τ Λ* δ τ α ν ν - > °°· 

Κατωτέρω αποδεικνύεται δια τής αυτής άρχιμηδείου αποδείξεως δτι : 
"Εάν δοθωσιν έν συνεχεία δροι τινές φθινούσης γεωμετρικής προόδου έχούσης 

λόγον — , (Π=2, 3, 4 . . . . ) , το άθροισμα των δοθέντων δρων σον τφ ——γ- του 

μικρότερου δρου Ισούται προς =- του μεγαλυτέρου δρου. 

"Εστω επί παραδείγματι δτι εδόθησαν ol έν συνεχεία δροι τής φθινούσης γεωμε­
τρικής προόδου 

Α + 4 - + - £ + £ · («=2,3,4,....). n n" n* 

Κατά τήν γενίκευσιν τής άρχιμηδείου αποδείξεως θα είναι 

Τ n τ n a Τ η8 ~ η—\ ηΒ 

* te) 
Τό άθροισμα δμως τούτο, είς τήν εορεσιν του οποίου δέν χρησιμοποιείται ή Εν. 

νοια του απείρου, είναι ταύτόσημον προς το άθροισμα των δρων τής ψθινούσης γεω­
μετρικής προόδου 

8 = Α + ~ + - ΐ + · · · · + - ^ = Γ · δ τ α ν ν - > °°· n n ιχ» L 
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2. "Οιτως είναι γνωστόν, 61 αρχαίοι "Ελληνες μαθηματικοί άπέφευγον να χρησι-
μοποιώσι τήν έννοιαν του απείρου κατά τήν έκτέλεσιν συγκεκριμένων μαθηματικών 
πράξεων. Δέν είναι δμως γνωστόν πότε ot "Ελληνες έχρησιμοποίησαν δια πρώτην φο­
ράν τήν έννοιαν του άπειρου εις τα μαθηματικά. 'Ανώνυμος σχολιαστής πληοοφορεΐ 
ημάς δτι ol Πυθαγόρειοι έχρησιμοποίησαν τήν έννοιαν του απείρου, δια να άποδείξωσιν 
δτι παν μέγεθος δύναται να τέμνηται έπ* άπειρον. (Euclidis Opera omnia V, 416—17, 
I. L. Heiberg). Έξ άλλου έκ του Παρμενίδου τοΟ Πλάτωνος (127 a) καΐ του Διογένους 
του Λαέρτιου υπολογίζεται δτι ό Ζήνων ό Έλεάτης άνέγνωσεν έν Αθήναις τα περί­
φημα αύτοΟ γράμματα, δπου γίνεται μνεία της εννοίας του απείρου, περί τό ίίτος 
435 π. Χ. Τέλος ό 'Ιπποκράτης ό Χίος (περί το 430 π. Χ.), δια να άποδείξη τον τετρα-
γωνισμόν των μηνίσκων, χρησιμοποιεί το είς τα Στοιχεία του Εύκλείδου (XII, 2) περι-
λαμβανόμενον θεώρημα, δτι ot κύκλοι είναι ώς τα τετράγωνα των διαμέτρων. Είς τό 
θεώρημα δέ τούτο γίνεται χρήσις της εννοίας του απείρου. 

Έκ των προηγουμένως εκτεθέντων συνάγεται τό συμπέρασμα δτι το εύκλείδειον 
θεώρημα XII, 2 δέν είναι έπινόησις τοΟ Εύδόξου (408—355 π. Χ.). Είς τον Εοδοξον 
δμως οφείλεται κατά πληροφορίαν του Άρχιμήδους (Opera omnia Ι, σελ. 2, 1910,1. L. 

Heiberg) ή άπόδειξις δτι ό κώνος είναι τό - γ τοΟ κυλίνδρου του έχοντος τήν αυτήν 

βάσιν καΐ το αυτό οψος προς τον κώνον. ΕΙς τήν άπόδειξιν δέ αυτήν χρησιμοποιείται 
ή έννοια του απείρου. 

Είς τα Στοιχεία του Εοκλείδου (IX, 35) αποδεικνύεται δ τύπος ό παρέχων τό 

άθροισμα ν δρων γεωμετρικής προόδου, δ Σ = ~ , (1), δπου α δ πρώτος δρος, 
ω —ι 

0 < ω ^ 1 ό λόγος της προόδου καΐ ν=2, 3, 4 . . . . τό πλήθος των δρων. ΕΙς τον τύ­

πον (1) δέν περιλαμβάνεται ή άπόδειξις δτι τό άθροισμα των δρων της φθινούσης 

γεωμετρικής προόδου είναι 

Σ = α + α ω + α ω " + . . . . -f-αων-ι = ———, | ω | < 1, δια ν —^ co. 
1 —ω 

Ό 'Αριστοτέλης δμως πληροφορεί ήμδς δτι οι αρχαίοι "Ελληνες έγνώριζον δτι 
τό άθροισμα των ν δρων της γεωμετρικής προόδου 

Αω+Αω 2+ . . . . +Αω ν είναι ^ Α, δια ν ->· ω , | ω Ι < 1. 
Τούτο συνάγεται έκ της πραγματείας αύτοΟ Φυσικής ακροάσεως (Γ 206 b 7—9), 

δπου κατά τήν διαπραγμάτευσιν της εννοίας του απείρου γράφεται : 
«*Εν γαρ τφ πεπερασμένω μεγέθει αν λαβών τις ώρισμένον πρσσλαμβάνη τφ 

αύτφ λόγω μή τό αυτό τι μέγεθος τω" δλω περιλαμβάνων, ou διέξεισι το πεπερασμένον» 
Ή έννοια του χωρίου τούτου είναι δτι άν θεωρήσωμεν τό μέγεθος Α καΐ το 

άθροισμα 

Σ = — + 4 - - Ι + »Τ · ν - ^ ° ° · μ = 2 · 3. 4 θα είναι Σ ^ Α, (3). 

Τό άπειρον, τό οποίον χρησιμοποιεί ενταύθα δ 'Αριστοτέλης, τό ονομάζει «δυνά­
μει τε καΐ επί καθαιρέσει> γράφων : 

e"Αλλως μέν οΰν ούκ Ιστιν, οοτως δ' έστι τό άπειρον, δυνάμει τε καΐ έπ! καθαι-
ρέσει>. (Γ 206 b 13-14). 

Δέν έχει διασωθή ή άπόδειξις της ανωτέρω σχέσεως (3). Ό 'Αρχιμήδης δμως 
προχωρεί Ιν βήμα περισσότερον έκ της σχέσεως αυτής καΐ υπολογίζει τό άθροισμα 

Σ = Α + Τ + 4 ^ + · · · ' + ^ " · ν-^<°· 
Διότι είς τούτο καταλήγει ή άπόδειξις του 23 θεωρήματος της πραγματείας αύτου 
Τετραγωνισμός παραβολής. 



B = — , (1), Γ = — (2), Δ = — , (3) κοί Ε = » — ό μικρότερος δρος (4). 
η η η η 
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Καθ' δσον εΐναι γνωστόν, δ 'Αρχιμήδης, δταν χρησιμοποιώ είς τάς αποδείξεις 
τών θεωρημάτων του προτάσεις, αϊτινες 2χουν άποδειχθή οπό προγενεστέρων του μα­
θηματικών, δεν αποδεικνύει αυτάς. Οοτω, επί παραδείγματι, είς τήν πραγματείαν του 

Κύκλου μέτρησις χρησιμοποιεί άνευ αποδείξεως τήν σχέσιν . - . < Υ*3 < 7 f l n · θεω­
ρείται δέ βέβαιον δτι ή άπόδειξις της σχέσεως αίτής, ή οποία δέν σφζεται, έχει γίνει 
πολύ προ του Άρχιμήδους. Κατά συνέπειαν των ανωτέρω το θεώρημα 23 της πράγμα-
τείας του Τετραγωνισμός παραβολής αποδεικνύεται δια πρώτην φοράν ύπό του Άρχι-
μήδους. 

3. Ή γενίκευσις του άρχιμηδείου θεωρήματος. 

"Έστω οσαδήποτε μεγέθη τα Α, Β, Γ, Δ, Ε . . . . αποτελούντα έν συνεχεία δρους 

ψθινούσης γεωμετρικής προόδου έχούσης λόγον — (η=2, 3, 4 . . . . ), δπου Α ό μέγι-

στος δρος καΐ 

~. Π), 
"Εστω δέ 

Ζ = - Β - Τ , (5), Η = - ^ Τ (6), 9 = - ^ , (7), Ι = - Λ Γ , (8). n—ι n—ι n—ι n—ι 

Έκ των (1 καΐ 5) λαμβάνομεν Β + Ζ = τ, (9) 
n—1 

Έκ τών {2 καί 6) > Γ + Η = — ~ , (10) 
n—1 

Έκ τών (3 καί 7) » Δ + θ = — ^ , (11) 
n—1 

Έκ τών (4 καί 8) » E-fl = — ^ , (12). 

Ά—Ι 

•Αλλά έκ τών (5, 6, 7) είναι Ζ + Η + θ = - ^ (Β+Γ+Δ), (13). 

Δια προσθέσεως κατά μέλη τών (9, 10, 11, 12) λαμβάνομεν 

Β + Γ - ί - Δ + Ε + Ζ + Η + θ - f - ^ ^ - (Α+Β+Γ+Δ), (14). 

Είς ταύτην δι' απαλοιφής τών Ισων έκ τής (13) είναι 
Β + Γ + Δ + E - t - ^ - ^ , (15). 

n—ι 
Καί δια προσθέσεως του Α είς αμφότερα τα μέλη τής (15) λαμβάνομεν 

Α+Β+Γ+Δ+Ε+Ι= ~τ-= — V " = Τ 4 Γ ' êàv τ ε θ ά 4" = ω ' n—1 - 1_ 1—ω n 
n 

E 
Είναι δέ Ι = , (έκ τής 8), δπου Ε είναι ό μικρότερος δρος τής φθινούσης 

προόδου. Κατά συνέπειαν δια τής άρχιμηδείου αποδείξεως ευρίσκεται τό άθροισμα τών 
δρων τής φθινούσης γεωμετρικής προόδου 

8 = Α +ΊΓ + £ + ····Ί^Γ· 
δταν ν ->- οο, χωρίς δμως να γίνεται κατ* αυτήν χρησιμοποίησις τής εννοίας του 
απείρου. 
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Zusammenfassung 

Der 23. Lehrsatz der Quadratur der Parabel von Archimedes lautet: In einer 

geometrischen Reihe mit dem Quotienten — ist die um den dritten Teil des klein. 

4 
stes Gliedes vermehrte Summe aller Glieder — mal so gross wie das gröste. Es wird 

durch dasselbe archimedische Beweisverfahren bewiesen :* 

A • A 
Liegt die abfallende geometrische Reihe AH H ;-> vor, (n=2, 3, 4 . . . .), 

. . , Α , Α , 1 Α ί nAi 
so ist AH 1 - + η η ' η—1 η 9 η—1 

Dies ist gleichbedeutend mit der Summe der unendlichen geometrischen Reihe 

»=A+T+ £+····=£-=r-V· v-**' ( I T <0· 
η 

Es wird erwähnt, dass Aristoteles den folgenden Lehrsatz wusste : 
Die Summe S der Glieder der abfallenden geometrischen Reihe 

— + 4 - + 4 - + — — . ; v - > e o , (μ=2, 3, 4 . . . . ), ^ Aist, 
μ μ · μ· μ ν ι »e» ι ι #ι = 

(Phys. Γ 206 b 7—9). 


