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ι 
Εις το 5ον βιβλίον των 'Αριθμητικών του Διοφάντου παρουσιάζεται ή περίπτωσις 

να άναλυθί) δοθείς ακέραιος είς άθροισμα δύο ϊσων περίπου τετραγώνων (V 9) ή είς 
άθροισμα τριών ίσων περίπου τετραγώνων (V 11). Ή χρησιμοποιούμενη προς τούτο μέ­
θοδος προσεγγίσεως καλείται ύπο του Διοφάντου παρισότητος αγωγή. Είς Εκαστον 
τών προβλημάτων τούτων υπάρχει περιορισμός καθορίζων πότε τό πρόβλημα είναι δυ­
νατόν να Ιχη λυσιν. Οοτω, είς το πρόβλημα V 9 ό περιορισμός είναι : 

Δια να Ιχη τό πρόβλημα λύσιν (να αναλύεται δηλ. ό δοθείς ακέραιος είς άθροι­
σμα δύο τετραγώνων) πρέπει ό δοθείς ακέραιος, 2στω α, να μή εΐναι περιττός αριθμός 
καΐ ό 2α+1 να μή διαιρήται ύπο πρώτου άριθμοο της μορφής 4c—1. 

Είς τό πρόβλημα V 11 ό περιορισμός είναι : 
Δια να Εχη τό πρόβλημα λυσιν (να αναλύεται δηλ. ό δοθείς ακέραιος είς άθροι­

σμα τριών τετραγώνων) πρέπει δ δοθείς να μή είναι 2 οϋτε να είναι της μορφής 8k-j-2. 
(Σημ. Ό δεύτερος περιορισμός είναι μερική περίπτωσις της συνθήκης, καθ' ήν αριθμός 
της μορφής 4*· (8k-f-7) δέν αναλύεται είς άθροισμα τριών τετραγώνων). Έκ τών περιο­
ρισμών τών προβλημάτων τούτων είναι φανερόν, δτι ό Διόφαντος έγνώριζε πότε 
αριθμός τις είναι δυνατόν να αναλύεται είς άθροισμα δύο ή τριών τετραγώνων. Έξ ενδεί­
ξεων δέ έξ άλλων προβλημάτων τών 'Αριθμητικών του (IV 29 καΐ 30, και V 14), φαίνε­
ται, δτι δ Διόφαντος έγνώριζεν δτι πας αριθμός αναλύεται εις άθροισμα τεσσάρων 
τετραγώνων. Άπόδειξιν της τελευταίας ταύτης προτάσεως έπέτυχεν δ Lagrange ('). 

Ύπο τους ανωτέρω περιορισμούς, καθ' ους είναι δυνατή ή άνάλυσις άριθμοΟ εις 
άθροισμα δύο ή τριών τετραγώνων, ή μέθοδος €Παρισότητος αγωγή» (δηλ. μέθοδος 
προσεγγίσεως) ευρίσκει έφαρμογήν είς τάς περιπτώσεις: να άναλυθή δοθείς αριθμός 
είς άθροισμα δύο τετραγώνων κατά προσέγγισιν ϊσων (V 9), ή άθροισμα τριών τετρα­
γώνων κατά προσέγγισιν ίσων (V 11). 

Άναφέρομεν τα δύο συναφή παραδείγματα του Διοφάντου : 
Ιον. Να άναλυθη δ αριθμός 13 εις άθροισμα δύο ίσων περίπου τετραγώνων. 

Λαμβάνει τό ήμισυ του 13 και προσθέτει είς τοΟτο τό τ—-, δπου ό t πρέπει να 

13 1 
προσδιορισθή, ώστε ô - r - + r j - να είναι τετράγωνος αριθμός, (1). 

1) Demonstration d' un théorème d' arithmétique in Nouveaux Mémoires de Γ 
Académie Royal des sciences de Berlin, année 1770, Berlin 1772, p. 12—133. Oeuvres 
de Lagrange, III P. 187—201. 



— 319 — 

Έκ ταύτης είναι 26ί ΐ +1=τετράγωνος, εστω=(1+5ι) ,

) έξ 7\ς t = 1 0 . Καί είναι έχ 
13 1 / 51 V 

της (1), -γ + T Ö Ö = ("20/ ' 'Α*·λά &ύ° τετράγωνα ϊσα, εκαστον των οποίων να έχη 

51 1 
πλευράν ·=ρτ 2χουν άθροισμα ^3 + ööö» ^ π ε Ρ εΙναι>13. 

Ό 1 3 = 3 2 + 2 ' · Πρέπει λοιπόν ή πλευρά του ένας τών ζητουμένων τετραγώνων νά 
είναι μεγαλύτερα του 2, Ιστω κατά λ, οπότε δια να είναι μέν τα δόο τετράγωνα ίσα, 
άλλα το αθροισμάτων κατά προσέγγισιν ίσον προς τον 13 (ολίγον μεγαλύτερον τού-

51 51 
του) πρέπει ή πλευρά του ένας νά εΐναι •==· = 3 — κ καί του άλλου -^r =2-}-λ. Έκ 

9 11 
τών σχέσεων τούτων λαμβάνομεν κ = -^- καί λ = -=jr. 

Κατά ταΟτα θά είναι 

- ( § ) = ( - ^ ) · + ( 2 + | 1 ) ! = 1 3 + 4 
ΈνταΟθα τά δύο ζητούμενα τετράγωνα είναι ίσα, άλλα το άθροισμα των εΐναι 

κατά προσέγγισιν ίσον προς 13. Το πρόβλημα θέλει τά μέν δύο τετράγωνα νά είναι 
κατά προσέγγισιν ίσα, το δέ άθροισμα των νά είναι ακριβώς ίσον προς 13. Προς τούτο 
εκφράζει τάς πλευράς τών ζητουμένων τετραγώνων συναρτήσει βοηθητικοο άγνωστου χ 

καί τών εύρεθεισών τιμών ί 3— -=ττ ) καί ( 2-\- - ^ ) , οπότε λαμβάνει 

( 3 - 9 x ) H ( 2 + l l x ) a = 1 3 , (2). 

(Σημ. Ή παράλειψις τών παρονομαστών γίνεται δια νά ε'χη μικρότερους αριθμούς. 
Τό αποτέλεσμα δέν μεταβάλλεται). 

5 
Έ κ της (2) είναι χ = ζ^τ καί αί πλευραΐ τών ζητουμένων τετραγώνων είναι 

257 
101 

_ . . . . . . . . . 66049 , . . 66564 
Είναι λοιπόν τα κατά προσέγγισιν ισα τετράγωνα, τό μέν Q 2 Q , τό δέ καί 
το άθροισμα των είναι = 1 3 . 

2ον. Νά άναλυθη ό αριθμός 10 είς άθροισμα τριών ίσων κατά προσέγγισιν 
τετραγώνων. 

10 1 
Λαμβάνει -γ- + ξ-ς- =τετράγωνος, (3), δπου ό t πρέπει νά προσδιορισθώ. Έκ 

ταύτης είναι 
30ί»+1=τετράγωνος, έστω = ( l + 5 t ) ' , έξ ής t = 2 καί έκ της (3) είναι 

, 258 . _. /257V , /258\ a „ 
καί m , είναι δέ ( - ) + ( ^ j = 1 3 . 

ίο , J__i_2i_ / j iy 
3 "*" 36 ~~ 36 \ 6 / 

11 
Ά λ λ α τρία τετράγωνα ίσα, Μκαστον τών οποίων νά §χη πλευράν -^- είναι 

3 1 2 1 ^ 3 6 3 J _ 
36 36 36 ; u 

Πρέπει λοιπόν νά ευρεθούν τρία τετράγωνα κατά προσέγγισιν ίσα, τών οποίων δμως 
τό άθροισμα νά είναι ακριβώς 10. 

15 9 
Ό 1 0 = 3 ' + "οκ + 25 ^ τ ο 1 ε * ν α ι θ ρ ό ι σ μ α τριών τετραγώνων, τών οποίων αί 

4 3 
πλευραΐ είναι αντιστοίχως 3, — , ---. 
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Δια να άποφύγπ τα κλάσματα πολ]ζει επί 30 καΐ εχη αντιστοίχως 90, 24, 18 

ώς πλευράς τριών τετραγώνων καί -JS-, 30=55 ώς πλευρά ν, έάν τα τρία τετρά­

γωνα εΐναι ϊσα. 
Πρέπει λοιπόν, λέγει ό Διόφαντος, ή πλευρά έκαστου τών ζητουμένων τετραγώ­

νων να κατασκευασθο έκ τών αριθμών 90, 24, 18 κατά προσέγγισιν !ση προς 55. 
Επειδή 90=55+35, 24=55-31, 18=55-37, ήτοι 55=90-35=24+31=18+37 καί 

55 , 35 4 , 31 3 . 37 , . 
3 Ö = 3 - 3 Ö = -5-+3Ö = T+3Ö Κ α ΐ ε ϊ ν α ΐ 

(^I)i+(4-+S)>+(f+S)1^>^ 
πρέπει οι δεύτεροι δροι έκαστου τών δυωνύμων του α', μέλους να μεταβληθώσιν, ώστε 
τά άθροισμα τών τριών τετραγώνων να είναι ακριβώς 10. Προς τοΰτο σχηματίζει 
την έξίσωσιν 

(3-35χ)'+ (-|- +31 χ y + (-§- +37 χ ) ' =10. 

116 

Έκ ταύτης εΤναι χ = - . καί τά ζητούμενα τρία τετράγωνα είναι 

/ 6505 y . / 6440 \ · , / 6425 \» ,η 

ν^555~; + \-38&) + V"3555-; = 1 ° · 

I I 

Έκ τών ανωτέρω παραδειγμάτων του Διοφάντου καί έκ της σπουδής πολλών 
συναφών περιπτώσεων συνάγομεν τά έξης συμπεράσματα. 

II 1 

Δυνάμεθα πάντοτε να προσδιορίσωμεν τετράγωνόν τίνα, ώστε το άντίστροφον τού­
του προστιθέμενον είς δοθένια άκέραιον να καθιστά τούτον τετράγωνόν. 

Έστω ό δοθείς ακέραιος α καί ό ζητούμενος τετράγωνος t' f οπότε θα είναι 

α + -y- =τετράγωνος, (1). Έκ ταύτης είναι α^+1=τετράγωνος. 

Τον τετράγωνόν τούτον δυνάμεθα να θέσωμεν =( l+xf) î δπου xa<a. 

ή ==(1—Xt)a. δπου λ»>α. 

9 Αριθμητικό ν παράδειγμα 

1 4 
α ) 7+-τ=τετράγωνος, (2), ή 7ta+l=τετράγωvoς=(l+2t)a έξ ^ς t = -—- καί 

9 / 11 \* 
Λκ της (2) είναι 7 + - ^ = ^ — j . 

β) 7t»+l=(l-3t)', έξ ϊ|ς t = 3 καί έκ της (2) είναι 7 + -~ = ~ = ( - | - ) \ 

II 2 

Δυνάμεθα πάντοτε να προσδιορίσωμεν τετράνωνόν τίνα (ta), ώστε ή παράστασις 
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rt 1 

— H iij- να είναι =τετράγωνος, (1), (α δοθείς ακέραιος αριθμός καί' η=2, 3, 4...). 

Έκ της (1) είναι 

ants-f-l=T8Tpaya>voç, loto=(l+xt)8 , οπού 

κ»<αη ή =(1 —Xt)3, δπου λ»>αη. 

Άριθμητικον παράδειγμα 

α) -J- + ~2^τ =τετράγωνος, (2) f\ 55ts4-l = τετράγωνος, έστω \= (l+7t)*, 

«fct--£-«""* (2) rt?»+g2a«^ =(§)'. 

β) δδΐ'+Ι^τετράγωνος, έστω=(1—8t)2, έξ ης t = ^ καί έκ της (2) είναι 

11 . 81 _ 14161 _ / 1 1 9 \ ' 
5 "*" 25.256 — 6400 ~ V 80 / ' 

II 3. 

Έφ* δσον πάς ακέραιος αριθμός αναλύεται εις άθροισμα τεσσάρων, πέντε, 
2ξ . . . ν τετραγώνων, είναι δυνατόν να άναλυθη καί εις άθροισμα 4, 5, 6 . . . ν 
τετραγώνων, κατά προσέγγισιν Ισων, δια της εφαρμογής της μεθόδου προσεγγίσεως 
του Διοψάντου, άφοΟ καταστήσωμεν τον δοθέντα αριθμόν α τετράνωνον δυνάμει της 
σχέσεως II 2. 

Άριθμητικον παράδειγμα 

Να άναλυθη ό αριθμός 35 εις άΌροισμα τεσσάρων τετραγώνων κατά προσέγ­
γισιν ϊσων. 

35 1 
Κατά τήν σχέσιν II 2 θα Ιχωμεν - ρ + Λα ; =τετράγωνος, (1). Έκ ταύτης είναι 

4 l o t ' 

140ι»-|-1=τετράγωνος, εστω=(1—12t)», έξ ής t=6, 
καί έκ της (1) είναι 

35 1_ 5041 _ /71 y 
4 + 16 . 36 576 ~ V 24 / ' 

Ό 35 αναλύεται εις άθροισμα τεσσάρων τετραγώνων, των l î +3 a +3 , +4 , . Έκ των 
τεσσάρων ίσων τετραγώνων, είς τα όποια ζητείται να άναλυθη δ 35, το πρώτον θα Ιχη 
πλευράν μεγαλυτέραν της μονάδος καί <3, Εκαστον δέ των λοιπών τριών πρέπει να 
είναι <3. "Ητοι ή πλευρά του πρώτου τετραγώνου θα σχηματισθη, έάν είς τήν μονάδα 
προστεθη κάτι, έστω κ, ή πλευρά του δευτέρου καί τρίτου τετραγώνου θα σχηματισθη, 
έάν έκ του 3 άφαιρεθη κάτι, έστω λ, καί ή πλευρά του τετάρτου τετραγώνου θα σχη­
ματισθώ, έάν έκ του 4 άφαιρεθη κάτι, έστω μ, οπότε θα έ"χωμεν τάς σχέσεις 

| 1 = ΐ_ |_ κ = 3-λ=3-λ=4-μ. 

ΈΚ των σχέσεων τούτων λαμβάνομεν 

-L 25 
24 ' μ - 24 ' 

21 

47 J_ 25 
54 - 24 ' λ "*" 24 ' μ ~" 24 ' 
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71 

*Αλλά τέσσαρα τετράγωνα ίσα, ^καστον των οποίων να 'έχχ\ πλευράν — £χουν ά­

θροισμα 4. ( 24 ) = e 7 6 = 35 ==>, δπερ είναι >35. Δια να είναι τα ζητούμενα τέσ­

σαρα τετράγωνα κατά προσέγγισιν ίσα, άλλα το άθροισμα των να είναι ακριβώς ϊσον 

προς 35 έκφράζομεν τάς πλευράς τούτων, κατά τήν μέθοδον του Διοψάντου, συναρ­

τήσει άγνωστου τίνος x καί τών τιμών τών κ, λ, μ, οπότε θα Ιχωμεν 

(l+47x)»+(3-x)9+(3-x)2+(4-25x)a=35, (2). 

(Σημ. Ή έξίσωσις ήδύνατο να είναι · 

('+fi-)'+(S-Ä) ,+ ^-Ä) ,+.(4- l») -» 
Έκ της παραλείψεως τών παρονομαστών το ^αποτέλεσμα δέν μεταβάλλεται' λαμβά» 
νονται μόνον μικρότεροι αριθμοί). 

59 
Έκ της (2) είναι χ = .._ καί δι' αντικαταστάσεως είς τήν (2) λαμβάνομεν 

τά ζητούμενα 4 τετράγωνα 

/ 4191 γ . / 4195 \« / 4195 \* . / 4197 \ 8 _ 
\ 1418 / "*" V 1418 ) •·* V 1418 / "*" V 1418 / ' 

S U M M A R Y 

A few remarks on the method ΠΑΡΙΣΟΤΗΤΟΣ ΑΓΟύΤΗ of Diophan-

tus (Method of approximation to limits). 

From studying the problems V 91 11 of the Arithmetica of Diophan-

tus we conclude the following : 

I I 1. 

We can always define a square t s so that the converse of that, when 

additioned to a given whole number, to make that square. 

Let a be the given whole number and ta the square we want to 

find. T h e n a-f- -5-=square, (1). From this relation we have a t * + l = 

square. We can write this s q u a r e = ( l + x t ) 9 , with x a(a o r = ( l — λ ΐ ) % with Xa)a* 
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E x a m b l e 

a) 7 + ^ r = s q u a r e , (2), or 7 t 8 -}-l=square, let=(l- j-2t) · , then 

4 9 / 11 \ a 

t = -y- and from the (2) we bave 7-f 75 = V "4"" ) 

b) 7 t "- f- l=( l—3t) a , then t = 3 and from the (2) we have 

7+ Τ = ( ! ) ' . 

I I 2. 

We can always define a square t 2, so that the representation 

a , 1 
, a to be a square number, (1), (a is the given whole number and 

n = 2 , 3, 4 . . . ) . 

From the (1) we have a n t a - j - l = s q u a r e . Let it be = ( l + x t ) * , with 

**<an or=(l—Xt)"i with X')an· 

E x a m b l e 

a) T~>i~~25t^ = S ( 3 u a r e · ( 2) o r 5 5 t a + l = s q u a r e . 

7 
Let it be=(l- j-7t) s , then t = -y and from the (2) we have 

I 9 2704 _ / 5 2 y 
" · " 25 . 49 * 1225 = ~ V 35 / 

b) 5 5 t a - | - l = s q u a r e l let it be = ( 7 — 8 t ) \ t = ~ and from (2) 

we have 

ΊΓ Τ 25. 256 ~" 6400 ~ V 80 ^ 

I I 3. 

11 • 81 _ 14161 _ ^ n 9 y 

While every whole number is analysed to a sum of four, five, six, 

. . , ν squares, is also possible to be analysed to a sum of 4, 5, 6 . . . ν 

squares, appoximately equal, by the application of the method of appoxi-

mation of Diophantus, after we have made the given number a square 

according to the relation I I 2. 
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Bxamble 

To be analysed the number 35 in four approximately equal squares. 

35 1 
With respect to the II 2 we will have -τ- = -τ^τ c=square, (1). From 

this relation we have i4et s-f-l=square, let it be=(i—12t)', then t = 6 , 
and from the (1) we have 

3 5 , 1_ 5041 _ / 7 1 \ » 
4 "τ" 16 . 36 576 \ 24 / . 

The number 35 is analysed to a sum of four squares that is of 

1·+3Η-3§+4'. 
The number 35 must be analysed to a sum of four squares, each of 

71 
them has a side about equal to •=? · The side of the first of the required 

squares will be larger of 1 and smaller of 3, the side of other three squa­
res will be smaller of 3 i. e. if the 4 squares are equal we will have as 
side of each of them the following 

24 = 1 + κ = 3 — λ = 3 — λ = 4 — μ . 

From the above relations we have 

_ 47 _1_ 25 
x 24 · Λ " 24 ' μ " 24 ' 

71 
But four equal squares, each of them has as side -J, have a sum 

4. ( 2 4 ) = 5 7 6 = 3 5 gyg, thus )35· In order to be the required squares 

approximately equal, with their sum exactly equal to 35, we express the 
sides of them according to the method of Diophantus. Then we have 

( l+47x) a 4-(3-x) , +(3 -x)H-(4-25x) 8 =35. (2). 
59 

1418 
59 

From this relation we find x = -jj^r and by substituting in the (2) 

we take the required four squares 

/ 4191 y 1 / 4195 \» ι / 4195 \» , / 4197 \»_ 
V 1418 ) f~ V 1418 / » \ 1418 ) ' V 1418 / 3 5 < 
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