
ΕΤΑΓΓΕΛΟΤ Σ. ΣΤΑΜΑΤΗ 

ΠΕΡΙ ΤΟΥ ΑΞΙΩΜΑΤΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ 

1. Ή λέξις συνέχεια δεν άπαντφ ώς ορός μαθηματικός εις την άρχαίαν 

έλληνικήν μαθηματικήν βιβλιογραφίαν. Ό 'Αριστοτέλης εις την πραγματείαν αυ­

τού «Φυσικής ακροάσεως» διατυπώνει ώς έξης την έ'ννοιαν της συνεχείας μεταξύ 

μεγεθών : 

«Εφεξής μεν γάρ έστιν, ών μηθέν έστι μεταξύ συγγενές, στιγμών δ' άεΐ 

το μεταξύ γραμμή» ήτοι δύο μεγέθη είναι εφεξής, δταν μεταξύ αυτών δεν παρεμ-

βάληται άλλο συγγενές μέγεθος, το διάστημα δε μεταξύ δύο στιγμών είναι πάν­

τοτε γραμμή (ZI. 231 b 8—9). 'Ολίγον κατωτέρω, εις την αυτήν πραγματείαν 

υπάρχει ή έξης διατύπωσις : 

«Λέγω δε συνεχές το διαιρετον εις άεί διαιρετά» (Ζ2. 232 b 24—25). 

2. Εις τα Στοιχεία του Εύκλείδου το σήμερον λεγόμενον αξίωμα της συν­

εχείας άπαντα ώς τέταρτος ορισμός εις το V βιβλίον και έχει ώς έξης : «Λόγον 

έ'χειν προς άλληλα μεγέθη λέγεται, α δύναται πολλαπλασιαζόμενα αλλήλων ύπερέ-

χειν» ήτοι (δύο) μεγέθη λέγεται δτι μεταξύ των έχουν σχέσιν τίνα, δταν πολλα­

πλασιαζόμενα υπερέχουν αλλήλων. Ή έννοια του ορισμού τούτου δεν αποδίδεται 

πιστώς εκ της κατά λέξιν μεταφράσεως. Εις το 8ον δμως θεώρημα του αύτοΰ 

V βιβλίου τών Στοιχείων γίνεται φανερον δτι ή έννοια του ορισμού τούτου ή α­

κριβής είναι ή έξης : εάν δοθώσι δύο άνισα μεγέθη, ή διαφορά τούτων επαναλαμ­

βανόμενη πολλάκις είναι δυνατόν να γίνη μεγαλύτερα παντός μεγέθους, όσονδή-

ποτε μεγάλου. 

3. Εις τα σωζόμενα έ'ργα του Άρχιμήδους μνημονεύεται το αξίωμα της 

συνεχείας τρεις φοράς ώς έξης : 

α'. «"Ετι δέ τών άνισων γραμμών και τών άνισων επιφανειών και τών ά­

νισων στερεών το μείζον του ελάσσονος ύπερέχειν τοιούτω, δ συντιθέμενον αυτό 

έαυτφ δυνατόν έστιν ύπερέχειν παντός τών προς άλληλα λεγομένων» (Περί σφαί­

ρας και κυλίνδρου Α' προλεγόμενα ε', σελ. 8, έ'κδ. Heiberg, Λειψία 1910). 

(Προσέτι δέ δταν έχωμεν άνισους γραμμάς καί άνισους επιφανείας και ά­

νισα στερεά ή διαφορά του μεγαλυτέρου άπο του μικρότερου επαναλαμβανόμενη 

πολλάκις είναι δυνατόν να γίνη μεγαλύτερα παντός εκ τών συγκρινόμενων με­

γεθών). 

β'. «Ταν άνισάν γραμμαν καί τών άνισων χωρίων τάν ύπεροχάν, α υπερέχει 

το μείζον του ελάσσονος, αύταν έαυτα συντιθεμέναν δυνατόν ειμεν παντός ύπερί-

σχειν του προτεθέντος τών ποτ' άλλαλα λεγομένων» (Περί ελίκων τόμ. II, σελ. 

12, 7, Heiberg 1913). 
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(Τών άνισων γραμμών καΐ των άνισων επιφανειών ή υπεροχή καθ' ην υπε­

ρέχει το μεγαλύτερον του μικρότερου επαναλαμβανόμενη πολλάκις είναι δυνατόν 

να γίνη μεγαλύτερα παντός τών συγκρινόμενων μεγεθών). 

γ ' . «Τών άνισων χωρίων τάν ύπεροχάν, oc υπερέχει το μείζον του ελάσσο­

νος, δυνατόν ειμεν αύταν έαυτα συντιθεμέναν παντός ύπερέχειν του προτεθέντος 

πεπερασμένου χωρίου» (Τετραγωνισμός παραβολής, τόμ. Π, σελ. 264, 9) 

(Τών άνισων επιφανειών ή υπεροχή του μεγαλυτέρου άπο του μικρότερου 

επαναλαμβανόμενη πολλάκις είναι δυνατόν να γίνη μεγαλύτερα πάσης δοθείσης 

πεπερασμένης επιφανείας). 

'Αμέσως μετά τοΰτο προσθέτει ό 'Αρχιμήδης δτι οί προηγούμενοι αύτοΰ γε-

•ωμέτραι δια του αξιώματος αύτοΰ απέδειξαν, δτι οί κύκλοι είναι προς αλλήλους 

,ώς τα τετράγωνα τών διαμέτρων (Εύκλείδου Στοιχεία XII 2), δτι αϊ σφαΐραι εί­

ναι προς άλλήλας ως οί κύβοι τών διαμέτρων (Εύκλ, XII 18), δτι πάσα πυρα-

μίς είναι το τρίτον μέρος πρίσματος έχοντος τήν αυτήν βάσιν προς τήν πυραμίδα 

και υψος ΐσον (Εύκλ. XII 7) καί δτι πάς κώνος είναι το τρίτον μέρος κυλίνδρου 

έχοντος τήν αυτήν βάσιν καί υψος Ϊσον (Εύκλ. XII 10). Εις τήν είσαγωγήν έκα­

στης τών πραγματειών Περί σφαίρας καί κυλίνδρου καί Περί τών μηχανικών 

θεωρημάτων προς 'Ερατοσθένη έφοδος, σημειώνει ό 'Αρχιμήδης δτι τα θεωρήμα­

τα : ή πυραμίς είναι το τρίτον πρίσματος έχοντος τήν αυτήν βάσιν καί υψος ΐσον 

καί ό κώνος είναι το τρίτον κυλίνδρου έχοντος τήν αυτήν βάσιν καί υψος ΐσον εί­

ναι ανακαλύψεις του Εύδόξου. 

Δεν είναι γνωστόν ποιος απέδειξε το θεώρημα δτι αϊ σφαΐραι είναι ως οί 

κύβοι τών διαμέτρων. Δια τήν άπόδειξιν δμως του θεωρήματος δτι οί κύκλοι εί­

ναι ως τα τετράγωνα τών διαμέτρων γνωρίζομεν παρά του Σιμπλικίου δτι κατά 

τον ιστορικόν της γεωμετρίας Ευδημον αΰτη οφείλεται εις τον 'Ιπποκράτη τον 

Χΐον. (Σιμπλικίου Ι. 2 σχόλια είς Φυσικά Αριστοτέλους 185α 14). 

4. Κεκαλυμμένην έφαρμογήν του αξιώματος της συνεχείας παρέχει είς η­

μάς ό Θέων ό Σμυρναίος είς τήν πραγματείαν του Περί τών κατά το μαθηματι-

κον χρησίμων είς τήν Πλάτωνος άνάγνωσιν ("Εκδ. Hiller, Lipsiae 1878 σελ. 44 

—45), δπου γίνεται μνεία τών λεγομένων πλευρικών καί διαμετρικών αριθμών. 

Κατά ταΰτα θεωρείται άπειροελαχίστως μικρόν τετράγωνον έχον διάμετρον (δηλ. 

διαγώνιον) ΐσην με τήν μονάδα καί πλευράν ΐσην με τήν μονάδα καί κατασκευά­

ζονται διαδοχικώς τετράγωνα τών όποιων αϊ πλευραί καί αϊ διάμετροι (δηλ. δια­

γώνιοι) λαμβάνουν τάς έξης τιμάς : 

Πλευρά διάμετρος (διαγώνιος) 

Ιον τετράγωνον 1 

2ον » 1 + 1 = 2 

3ον » 2 + 3 = 5 

4ον » 5 + 7 = 12 

1 

2 + 1 = 3 

5 + 2 = 7 

1 2 + 5 = 17 

10 



- 1 4 6 -

δον 

6ον 

7ον 

8ον 

ν 

» 

» 

» 

α 
ν-

29 + 12= 

70 + 29= 

169 -f 7ο= 

408 +169= 

2α . 4- δ ,= 
ν—1 ' ν—1 

= 41 

= 99 

=239 

=577 

ν 

12 + 17 = 29 

29 + 41 = 70 

70 -f- 99 =169 

1 6 9 + 239=408 

-j-8 = α 
-1 ' ν—1 ν 

Ol ανωτέρω πλευρικοί και διαμετρικοί αριθμοί αποτελούν τάς άκεραίας λύ­

σεις της διοφαντικής έξισώσεως 

y2 = 2χ 2 ψ 1 

την οποίαν μνημονεύει ό Πλάτων εις την Πολιτείαν (546 e) λέγων «...άπο διαμέ­

τρων ρητών πεμπάδος, δεομένων ενός εκάστων άρρητων δε δυοΐν» ήτοι το τε-

τράγωνον, το όποιον έ'χει πλευράν=5 θα εχη κατά το πυθαγόρειον θεώρημα δια-

γώνιον δ, λαμβανομένην εκ του τύπου 

δ 2 = 2.52, οπότε 

δ == y2 . 52. Ή διαγώνιος αΰτη γίνεται ρητή, όταν εκ της ύπορρίζου ποσότητος 
άφαιρεθή ή μονάς, όποτε έχομεν 

δ = ?2.52 - 1 = f50 - 1 = V49 = 7, 

όπερ εννοείται εκ της ανωτέρω φράσεως του Πλάτωνος, άπο διαμέτρων ρητών 

πεμπάδος δεομένων ενός εκάστων. 

Έάν άπο του 50 άφαιρέσωμεν τον 2 θα εχωμεν 

δ = | 5 0 — 2 = ]ί48, διαγώνιον άρρητον. 

Αύτο το χωρίον της Πολιτείας θέλει να έρμηνεύση ό Θέων ό Σμυρναίος 

παραθέτων ολίγα τίνα περί πλευρικών και διαμετρικών αριθμών, εξόχως δμως 

σπουδαία δια την Ίστορίαν τών Μαθηματικών. 

Έάν τών ανωτέρω πλευρικών και διαμετρικών αριθμών σχηματίσωμεν 

τους λόγους τών αντιστοίχων διαμέτρων (δηλ. διαγωνίων) προς τάς πλευράς πα-

ρατηρουμεν 6τι αϊ λόγοι περιττής τάξεως αποτελούν αυξουσαν άκολουθίαν εχου-

σαν άνώτερον φράγμα την V2, εν φ οι λόγοι άρτίας τάξεως αποτελούν έλαττου-

μένην άκολουθίαν έ'χουσαν κατώτερον φράγμα το αύτο ήτοι 

1 ^ 5 ^ 29 ^ 169 ^ ' ' ^ 408 ^ 70 ^ 12 ^ 2 * 
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Ό Θέων δεν ομιλεί περί των φραγμάτων αυτών, και δι° αυτό έσημειώσα-

μεν ανωτέρω ότι γίνεται κεκαλυμμένη εφαρμογή του αξιώματος της συνεχείας. 

Το αξίωμα τοΰτο σημαίνει το έξης : 

Έάν δοθή μία αριθμητική τιμή απέχουσα ελάχιστα εκ της V2, εΐ'τε εκ των 

κάτω προς τα άνω βαίνομεν (ακολουθία αριστερά) εΐτε εκ των άνω προς τα κάτω 

(ακολουθία δεξιά) είναι δυνατόν να καταστήσωμεν τήν διαφοράν τών λόγων 

τούτων άπο της V2 ακόμη μικροτέραν, σχηματίζοντες τους επόμενους πλευ­

ρικούς και διαμετρικούς λόγους, ως τούτο είναι φανερόν. Ακριβώς δε αυτό το 

περιστατικον εκφράζει το αξίωμα της συνεχείας. 

5. Ό Δαυΐδ Χίλμπερτ ονομάζει το αξίωμα της συνεχείας, αξίωμα του 

Άρχιμήδους (εσφαλμένως) και διατυπώνει τούτο ως έξης. Vi ('Αξίωμα μετρή­

σεως ή άρχιμήδειον αξίωμα) : 

Έάν ΔΒ καί CD είναι δύο τυχόντα ευθύγραμμα τμήματα, υπάρχει αρι­

θμός τις n τοιούτος, ώστε ή διαδοχικώς η—φοράς άφαίρεσις του τμήματος CD 

άπο του AB θα όδηγήση πέραν του σημείου Β. Ή διατύπωσις αΰτη θά ήτο 

αληθής όταν έσημειουτο AB]>CD, εν φ τοΰτο δεν λέγεται καί ζητείται τουναν­

τίον τα τμήματα AB, CD να είναι τυχόντα (David Hilbert, Grundlagen der 

Geometrie, ed. Paul Bernays, Stuttgart 1956, σελ. 30). 

6) Πρώτος διατυπώσας το αξίωμα της συνεχείας θεωρείται ό εκ Κλαζο-

μενών της Μ. 'Ασίας καταγόμενος 'Αναξαγόρας (ακμή περί το 450 π. Χ.), δστις 

εις τήν υπό τον τίτλον Περί φύσεως πραγματείαν του, της οποίας σώζονται ελά­

χιστα αποσπάσματα, γράφει τά έξης : 

Οΰτε γάρ του σμικρού έστι τό γε ελάχιστον, άλλ' έ'λασσον άεί (το γαρ έον 

ούκ εστί το μή ουκ είναι) — άλλα καί του μεγάλου άεί εστί μείζον, καί ϊσον 

εστί τω σμικρώ πλήθος, προς εαυτό δε εκαστόν έστι καί μέγα καί σμικρόν. 

(Διότι οΰτε του μικρού υπάρχει το ελάχιστον, άλλα πάντοτε υπάρχει μι-

κρότερον (διότι το υπάρχον είναι αδύνατον νά γίνη μή υπάρχον (δια της συνε­

χούς διαιρέσεως)—άλλα καί του μεγάλου υπάρχει πάντοτε μεγαλύτερον. Καί 

είναι ϊσον κατά το πλήθος προς το μικρόν (δηλ. το όσονδήποτε μεγάλο αποτε­

λείται άπο πολλά μικρά), ώς προς τον εαυτόν του δμως πάν μέγεθος είναι καί 

μέγα καί μικρόν). (Η. Diels, Fragmente der Vorsokratiker II, Berlin 1952, 

Β 3 σελ. 33). 

Β Ι Β Λ Ι Ο Γ Ρ Α Φ Ι Α 

Pauly — Wissowa R. E, Eukleides § 12. 

Paul — Henri Michel. De Pythagore à Euclide, Les Belles Lettres, Paris 1950, 
p. 438 ff. 

Knopp, K. Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Springer, Berlin 
1931, S. 26—27. 

Σταμάτης Ευάγγελος. Εύκλείδου Γεωμετρία — Θεωρία αριθμών, Στοιχείων τό­

μος II, 'Αθήναι 1953, σελ. 8—11. 


